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Barem de corectare si notare
Clasaa Xl a

proba de matematica

Problema 1

: s : : Cix+Cx%+..Cx
Fie &3 2 un numar natural par fixat §i functia f:R—> R, f(X)=——— L —
C, +Cx"+..+C./X

Si se calculeze lim| fo fo..of |(x),unde x| R.
%,—/

**%k
Solutie:
k k IS IS
Se observa ca f(x)= 8:3,{ ;El: 3,( , iar prin calcul se obtine (fo f)(x)= I+x ; —(1-x)

................ 5 puncte.
kﬂ kﬂ
1+ —(1- -
Prin inductie matematica se demonstreaza ca | fo fo...of (x)=( x)kn ( x)k" , x| R.
~ I+x +(1—x)
................. 5 puncte
1- o - X\l N
e Pentru x>0, avem ‘_x <1 sideci |im[E—x% [ =0 si, prin urmare,
+x wo | FL+x b
_(1—x)”
lim| fofoof [()=lim—at%P oy 5 puncte.
noeo| n—oo l_x)
n orl 1+
I+x
L
e Pentru x=-1, lim| fofo..of |(x)=lm——=-1. ... 2 puncte.
n—oo| m—m— — —— Nn—>o0

n ori
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(i) -
<1si lim| fofo..of |(x)=lim~—*, =1,

1+x
e Pentru x<o0, xt -1, avem |—— T
- X noeo| n—>w(l+x
n ori +1
1—x
................... 5 puncte.
e Pentru x=0, £(0)=0 si lim| fofo..of |(0)=0.
n—o0 %/_/
Asadar, lim| fo fo..of |(x)=sgn(x), pentruorice x| R. ... 3 puncte.
n—oo \_V—J
Problema 2

Se considerd matricele 4,B,CT1 M (C), astfel incit ABC=1I,. Sia se arate cd, dacd matricele

I,+A4A+A4B,I +B+BC,I +C+CA sunt inversabile, atunci suma inverselor lor este egala cu 7,.

—
Solutie:

(1,+4+4B) " +(1,+B+BC) " +(1,+C+C4) " =

(1,4 A+AB)" +(1, + B+ BC)  xd ™ xd +(1, + C+CA) ' XABY *x4B= oo 7 puncte.
(I, +4+AB) +(4+AB+ABC) x4 +(4B(I,+C+C4)) ' x4B= ... 7 puncte.
(I,+4+4B) " +(4+4B+1 ) ' xd+(4B+1,+4) ' xaB= ... 7 puncte.

(1,+4+4B)'(1,+4+4B)=1, . 4 puncte.
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Problema 3

Sa se calculeze: lim

- -|ogz(2"2+2"3+ ....... N 2”+1).

n%czo(n!)H
***k
Solutie:
2K K o0 S 3 AN
Utilizand inegalitatea lui Bernoulli avem 1<~1+k <1+ on =27 < Z > <2
k=1
............... 10 puncte.
n+1
= n<log 1+k [<n+l= log 21+ ——. s 5 puncte.
e ISP
Dar cum nIEL\o «/_ = nIl_r)rgO «/_ =e,rezultd ca limita siruluiestee. ... 10 puncte.
Problema 4
Si se determine functiile f: [0,3] = (0,1] care verificd conditiile:
— {0
} lim M ER
x—ll} xe©
i) £(3x) + 3f(x) = 4f3(x), (V)x € [0,1].
Solutie:
Pentru x = 0 = £(0) + 3£(0) = 43(0) = £(0) € {—1,0,1} = F(0) =1 € (0,1]
Flz)—fo)

Avem llmx_m.{f(x} f({]}} = llmx_m.— =0=f continua in xg =0........... 2.puncte.
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Fie g: [0,3] = [GJ;—T)Jg{x} = arccos f(x), (V) x € [0,3] = g continud in x5 = 0 si f(x) = cosg(x), (¥)x € [0,3].

.................. 2 puncte.
Inlocuind in relatia ii), obtinem:
cosg(3x) = 4cos® g{x) — 3cosg(x) = cos3g(x) 2 puncte
Deoarece g{x) € [EIJ 3) = cosg(3x) =0, decisicos3glx) =0(1) .o, 2 puncte.

cum g(x) €[0,5), 39() € [0,Z) (2)
Din (1) si (2) obtinem 3g(x) € [IDJ 23) , deci ecuatia cos g{3x) = cos3g(x) implica
9(3x) =3g(0),(Mx € [0,1] = g(x) =39 (5),(W)x € [0,3]

Prin metoda inductiei matematice rezulti ci g{x) = 3"g (:—1) ,(7)x €[0,3] si (WIn € N*,

gl=) _ s(3x)

de unde rezulta ca = (Vxe(03]si(¥inenN- 3 L. 6 puncte

=T

Deoarece g(0) = arccosf(0) = arccos1 = 0, avem:

FE-fO)  cosgly)—1 28t (z 1 gy
lim S = lim S = lim F—- —— = —=lim (—) cER
x—0 x* x—0 x* =0 (g(x})‘ x* 2x=0\ x

2

..... 6 puncte

Fie lim *’Tx}) = a € [0, o). Obtinem:

x=—0

lim o (ng}) = ?}ﬂ(gg}) =a,(Vixe(03]siglx)=0= ng} =+/a =g(x) = Vax, (V)x €(0,3]

Deoarece 0 = g(x) <=, (W)x€[03] =20 =yax <=, (V)x€[0,3] =2 0=a< g ................ 3 puncte

si deci, functiile care verificd ipotezele sunt f: [0,3] = (0,1], f(x) = cosmx, unde m € [0, g}...Z puncte.



