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SOLUTII SI BAREME
proba de matematica

Clasa a Xl-a

Subiectul |

Fie A BeM,(C) doud matrice patratice astfel incat AB=BA, A’=1_si B*=-21_, unde | este matricea

unitate de ordinul n. Sa se arate cd matricea A+ B+ 1, este nesingulara.

Solutie:

Din A’=1_,rezulticid A’+1 =21, adicd (A+1)(A" —=A+1)=2l .o, 5 puncte
Atunci det[(A+1)(A*—A+1 )]=det(2] )= A+1 este nesingularé ........................................ 3 puncte
Lafel BP=-21, =B*+1 =—1, = (B+ In)(B2 —-B+1,)=-1,deci B+, este nesingulara....2 puncte
Adunim cele doui relatii si avem : A*+B®=—1_, adicd (A+ B)(A2 AB +B?*)=-I_,deci A+B
NESTIZULATA ...ttt et ettt et et e et e e s ateenbeesaeeeabeessseeabeeanbeeabeeeneennneannis 5 puncte

Cum A si B comutd, un calcul simplu conduce la (A+B+1.)° =3(A+B)(A+1.)(B+1,) ...

5 puncte

det[(A+B+1,)°*]=3"-det(A+B)-det(A+1,)-det(B+1,) =0, adicd A+B+ 1, nesingulari...5 puncte

Subiectul 11

Fie ne N™. Pentru fiecare k e{1,2,...,n} se considera matricele A ,B, € M,(R) astfel incat

k -1 n
A -B = (1 0 j Sa se calculeze det{Z(Bk A +AT Bkl)}
k=1
Solutie:
det(A, -B,) =det(B, - A ) =1sideci A -B, si B, -A suntinversabile, Vk e{L,2,....,n}.............. 2 puncte
Tr(A -B)=Tr(B, - A) =K, VK e{l2,...,N} s 3 puncte
(B, -A) —=Tr(B, - A)B, - A)+det(B, - A) -1, =0, oo 5 puncte
Rezultica (B, -A )2 —K(B, -A)+1,=0,, adica (B, -A)>+1,=K(B, - A), Yk €{L2,...,n}.....5 puncte
Inmultim cu (B, - A)™" si obtinem:
(B - A)+ (B - A) =KLy, WK €2, Mt 2puncte
AtUNCi Z[B A+(B,-A)']= Zk 1, ”(””) T 5 puncte
2 2
In final det[Z(Bk A+ Alekl)} = det{n(n;l) IZ} - '(2+1) ................................................ 3 puncte
k=1
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Subiectul 111

Fie sirurile (X,),.n i (V,).on date de relatiile: x, >-1,y, > -1 X o sl Y. ., =L,Vn eN.
1+ 1+X

neN ' Ml T

n n
Demonstrati cd sirurile sunt convergente si determinati limitele lor.

Solutie:
o . o 9 1 1+x,
Prin inductie avem X, Y, € (0,1),¥n e N,n> 2. Din ipoteza, X, = ,Vne N ... 3 puncte
1+y,., 2+ X,
Avem: Xn+2_xn:1+xn —1+X"‘2 = %42 ypenn>2
24X, 2+X,., (2+x)2+X,,)
deci sgn(x,,, —X,) =son(x, —X,_ 2),Vnzz ................................................................................... 3 puncte
Rezultd ca (Xy )ion ST (Xors1)ken » SUNt Monotone, deci convergente catre a, respectiv b............ 5 puncte
Trecand la limitd in recurenta X,, ., = ﬂ rezultd a = 1+a , adica a = 1+\/_ €(02).... 5 puncte
+ Xy 2+a
Analog pentru X, ., = M obtinem b = ~1++5 E(0,D). i 3 puncte
X2k—l
-1+4/5
Deducem ca (x,),.n €ste convergent la 2\/_ ......................................................................... 3 puncte
Folosim y, = ,Vne N* §1 ob‘ginem lim A =@. ......................................................... 3 punCte
n—ow
n-1

Subiectul IV
Sa se determine functiile f :(0,00) — (0,90) cu proprietatile:
1) f(x-f(y))=f G],VX, y € (0,) si
2) !m f(x)=0.

Solutie:
Notam f (1) =a,a € (0,x).
Din 1), pentru y =1, rezulta ca f(xa)= f(X),VX€(0,00).....cccvriiiiiiriiiiiiiiiiiiinine, 3 puncte
Prin inductie, dupa ne N*, obtinem:
f(a—xnj: fF(X)=F(X-2"), VX € (0,00), VN E N oot 5 puncte
Presupunand ca a € (0,1), obtinem f(1)= f[ L j vne N*. Atunci lim f (1) = lim f( j 0,

a n—oo n—oo
AdICA T (L) = 0. FAIS. et 3 puncte
Pentru a € (1,»), rezulta f(1) = f(a”),Vn e N*. Atunci lim f (1) =lim f(a")zo,
AdIiCA T (1) = 0. FalS. eeeeiee et ra e re e e 2 puncte
PrINUMAre, (L) =1, oottt ettt et et sbe et e neesneenne e 1 punct

Sa presupunem ca 3b € R* \{1} astfel incat f(b)=1.
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Din 1), pentru y =b, rezulta ca f(x)= f(%j,w € (O,oo).
Prin inductie, ca mai sus, rezulta ca f(b—xnj =f(x)=f(x-b"),¥xe(0,0),Vne N .............. 3 puncte
be(0)=f@Q)=1= f(b—ln)njo S L=0,TalS .o 3 puncte
be@oo)= FA)=1= F(0") > 012 0,falS oo 1 punct
Tnconcluzie V>0, cU F(@)Z15 @ =L 1 punct
In 1) facem x=y. Obtinem f (X- f(y))=f (1)=1LVXE(0,0) .ecoersrrrirmrrrirrrrrrerrirerrirrrrirereronns 2 puncte

Atunci xf (x) =1,Vx € (0,), adica f(x) =£,Vx € (0,00). riiiiieieere e 1 punct
X



