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BAREM-	Clasa	a	X-a	
proba	de	matematică	individual	

	
Problema 1 

Fie α ,β ≥ 0,  a,b ≥1  numere reale. Arătați că aα sin x+β cos x ⋅bα cos x+β sin x ≤ e(α+β )⋅ ln2 a+ln2 b  

 

Barem: 

𝑎! !"#!!! !"#! = 𝑒!"!! !"#!!! !"#! = 𝑒(! !"#!!! !"#!) !"! 

𝑏! !"#!!! !"#! = 𝑒(! !"#!!! !"#!) !"!       …………..7puncte 

𝑒(! !"#!!! !"#!) !"! ∙ 𝑒 ! !"#!!! !"#! !"! = 𝑒! (!"#! !"!!!"#! !"!) ∙ 𝑒! !"#! !"!!!"#! !"! ≤ 

≤ 𝑒! (!"#! ! !!!"! !)(!"! !!!"! !) ∙ 𝑒! (!"#! ! !!"#! !)(!"! !!!"! !) =    ………….15 puncte 

= 𝑒! (!"! !!!"! !) ∙ 𝑒! (!"! !!!"! !)= 𝑒(!!!) !"! !!!"! !.    ………...…3 puncte. 

 

Problema 2 

Fie a,b,c∈ 0,∞( )  cu a + b + c = 1 . Demonstrați că  

 
loga (a

2 + b2 + c2 )+ logb (a
2 + b2 + c2 )+ logc(a

2 + b2 + c2 ) ≤
a loga (abc)+ b logb (abc)+ c logc(abc)

 

 

Barem  

Cum 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 0,∞ ,𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1 obținem 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 0,1  deci funcțiile logaritm sunt convexe și rezultă 
conform inegalității lui Jensen că 

𝑙𝑜𝑔! 𝑎! + 𝑏!+𝑐! ≤ 𝑎𝑙𝑜𝑔!𝑎 + 𝑏𝑙𝑜𝑔!𝑏 + 𝑐𝑙𝑜𝑔!𝑐 = 𝑎 + 𝑏𝑙𝑜𝑔!𝑏 + 𝑐𝑙𝑜𝑔!𝑐  

Analog obținem 𝑙𝑜𝑔! 𝑎! + 𝑏!+𝑐! ≤ 𝑏 + 𝑎𝑙𝑜𝑔!𝑎 + 𝑐𝑙𝑜𝑔!𝑐  și 𝑙𝑜𝑔! 𝑎! + 𝑏!+𝑐! ≤ 𝑐 + 𝑎𝑙𝑜𝑔!𝑎 + 𝑏𝑙𝑜𝑔!𝑏   

Adunând se obține 𝑙𝑜𝑔! 𝑎! + 𝑏!+𝑐! + 𝑙𝑜𝑔! 𝑎! + 𝑏!+𝑐! + 𝑙𝑜𝑔! 𝑎! + 𝑏!+𝑐! ≤ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑎 𝑙𝑜𝑔!𝑎 +
𝑙𝑜𝑔!𝑎 + 𝑏 𝑙𝑜𝑔!𝑏 + 𝑙𝑜𝑔!𝑏 + 𝑐 𝑙𝑜𝑔!𝑐 + 𝑙𝑜𝑔!𝑐         

            ……..10 puncte 

Putem presupune, fără a restrânge generalitatea că 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 < 1 

Demonstrăm că 𝑎𝑙𝑜𝑔!𝑎 + 𝑏𝑙𝑜𝑔!𝑏 ≤ 𝑎𝑙𝑜𝑔!𝑏 + 𝑏𝑙𝑜𝑔!𝑎⇔ 𝑎 𝑙𝑜𝑔!𝑎 − 𝑙𝑜𝑔!𝑏 − 𝑏 𝑙𝑜𝑔!𝑎 − 𝑙𝑜𝑔!𝑏 ≤ 0 ⇔  
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⇔ 𝑎 − 𝑏 𝑙𝑜𝑔!𝑎 − 𝑙𝑜𝑔!𝑏 ≤ 0⇔ !!! !"#!
!!!!

!"#!!
≤ 0  care este adevărată (Cum 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 < 1 obținem 

𝑙𝑜𝑔!𝑎 > 0, 𝑙𝑜𝑔!𝑎 ≥ 𝑙𝑜𝑔!𝑏⇔ 𝑙𝑜𝑔!!𝑎 − 1 ≥ 0,𝑎 − 𝑏 ≤ 0) 

Analog demonstrăm 𝑐𝑙𝑜𝑔!𝑐 + 𝑏𝑙𝑜𝑔!𝑏 ≤ 𝑐𝑙𝑜𝑔!𝑏 + 𝑏𝑙𝑜𝑔!𝑐 și 𝑎𝑙𝑜𝑔!𝑎 + 𝑐𝑙𝑜𝑔!𝑐 ≤ 𝑎𝑙𝑜𝑔!𝑐 + 𝑐𝑙𝑜𝑔!𝑎   
           ……..10 puncte 

Atunci, 𝑙𝑜𝑔! 𝑎! + 𝑏!+𝑐! + 𝑙𝑜𝑔! 𝑎! + 𝑏!+𝑐! + 𝑙𝑜𝑔! 𝑎! + 𝑏!+𝑐! ≤ 𝑎 1+ 𝑙𝑜𝑔!𝑏 + 𝑙𝑜𝑔!𝑐 + 𝑏 1+
𝑙𝑜𝑔!𝑎 + 𝑙𝑜𝑔!𝑐 +c 1+ 𝑙𝑜𝑔!𝑎 + 𝑙𝑜𝑔!𝑏  de unde rezultă relația cerută. 

           ……….5 puncte 

Problema 3 

Fie ε = cos 2π
n

+ isin 2π
n

, unde n ≥ 3  este un număr natural. Considerăm în planul complex punctele 

A1,A2,...,An  și P   de afixe ε ,2ε 2,...,nε n  și z  , cu z =1. 

Știind că Re ε
ε −1

z⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ≤ − 65

12
 și PA1

2 + PA2
2 + ...+ PAn

2 = 9n
2

2
, să se arate că n=6. 

 

Barem: 

𝑃𝐴!!!
!!! = 𝑧 − 𝑘𝜀! ! = 𝑧 − 𝑘𝜀! 𝑧 − 𝑘𝜀!!

!!!
!
!!! = 𝑧 ! − 𝑘𝑧𝜀! − 𝑘𝑧𝜀! + 𝑘! = 𝑛 −!

!!!

𝑧 𝑘𝜀!!
!!! − 𝑧 𝑘𝜀!!

!!! + ! !!! !!!!
!

      …………10 puncte 

Fie 𝑆 = 𝑘!
!!! 𝜀! 

𝑆 − 𝜀𝑆 = 𝜀 + 𝜀! +⋯+ 𝜀! − 𝑛𝜀!!! = −𝑛𝜀  

𝑆 = !"
!!!

  

𝑃𝐴!!!
!!! = 𝑛 + ! !!! !!!!

!
− 2𝑛𝑅𝑒 !

!!!
𝑧 = !!

!
+ !!

!
+ !

!
− 2𝑅𝑒 !

!!!
𝑧   ………..10 puncte 

Se obține 𝑛 − 6 ! − !"
!
− 6𝑅𝑒 !

!!!
𝑧 = 0 și cum 𝑅𝑒 !

!!!
𝑧 ≤ − !"

!"
 rezultă că 𝑛 − 6 ! ≤ 0, deci n=6. 

           ………….5 puncte 

 

Problema 4 

Să se determine toate funcțiile f : 1,2,...,n{ }→ 1,2,...,n{ }  cu proprietatea f (i)− f ( j) ≥ i − j , pentru orice 

i, j = 1,n . 
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Barem: 

Demonstrăm că funcția este injectivă. 

Pentru i, j = 1,n , cu f (i) = f ( j)⇒ f (i)− f ( j) = 0 ≥ i − j ⇒ i = j , prin urmare funcția este injectivă. 

Cum f : 1,2,...,n{ }→ 1,2,...,n{ } , înseamnă că funcția este bijectivă.    …….2 puncte. 

Arătăm că f (1)∈ 1,n{ } . 

Dacă f (1) = a , cu 1< a < n , avem f (i)− f (1) = i − a
i=1
i≠a

n

∏
i=2

n

∏ = a −1( )!⋅ n − a( )! (1) 

Iar i −1 = n −1( )!
i=2

n

∏  (2) 

Pentru a ≠ 1  și a ≠ n  avem a −1( )!⋅ n − a( )!< n −1( )!  (3) 

Din (1), (2), (3), se obține f (i)− f (1) < i −1
i=2

n

∏
i=2

n

∏ , ceea ce contrazice ipoteza. …….10 puncte 

Dacă f (1) = 1  : 

f (n)− f (1) ≥ n −1⇔ f (n) = n . 

f (n −1)− f (1) ≥ n − 2⇔ f (n −1) = n −1  

Se demonstrează prin inducție că f (k) = k , ∀k = 1,n .    …….7 puncte 

Dacă f (1) = n : 

f (n)− f (1) ≥ n −1⇔ f (n)− n ≥ 1− n ⇔ f (n) = 1 . 

Analog, f (n −1) = 2 ,…, f (2) = n −1 .      ……..6 puncte 

Așadar, funcțiile căutate sunt f1(i) = i,  ∀i = 1,n  și f2 (i) = n +1− i, ∀i = 1,n . 

 

 

	


