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BAREM- CLASA a XII a  

proba de matematică individual 

 

       Subiectul 1 

       Se dă șirul de integrale In( )n≥1  , unde In = e(n+1)x ⋅cosn (x − π
4
) ⋅cos xdx

0

π
2

∫ . Să se calculeze lim
n→∞

Inn . 

       Barem  

𝐼! =
!

!
! 𝑒! sin 𝑥 + cos 𝑥 ! ∙ 𝑒! cos 𝑥 𝑑𝑥

!
!
! =                                 ....................... ...5p 

= !

! !
! 𝑒!(sin 𝑥 + cos 𝑥) !

!
!
! 𝑒!(sin 𝑥 + cos 𝑥) ′𝑑𝑥                      .........................10 p 

= !

!!! ! !
! 𝑒!(𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥) !!! ∕!

!
!= ! !!! !

!!!

! !!! !
!.                           ............................5 p 

Cum!!!!
!!

= !
!
∙ !

!!! !
!!!

! !!! !
!!!

∙ !!!
!!!

= !
!
∙ !!!
!!!

∙ 𝑒
!
! ∙

!! !

! !!! ∙!!

!! !

! !!! ∙!!

⇒ lim!→∞ 𝐼!
! = !

!
𝑒
!
! .   .....5 p 

 

      Subiectul 2 

Rezolvați ecuația 𝑥! + 𝑥 + 1 = 0 în 𝑍!" și în 𝑍!", apoi deduceți că 

 247 divide 3!!!! − 1 7!!!! − 1 ,∀𝑛 ∈ 𝑁. 

Barem 

       Prin verificări directe obținem că ecuația dată are în 𝑍!" soluțiile 3 și 9,  

       iar în 𝑍!" are soluțiile 7 ș𝑖 11.                                                               .............................8 p 

      Cum 𝑋! − 1 = 𝑋 − 1 𝑋! + 𝑋 + 1 , rezultă că 9! = 1 (în 𝑍!") și 7! = 1 (în 𝑍!")......5 p 

      Atunci 3!!!! − 1 = 3 !!! !!!!!⋯!! − 1 = 0 ⇒ 13 ∕ 3!!!! − 1, ∀𝑛 ∈ 𝑁  ..................5 p 

       7!!!! − 1 = 7 !!! !!!!!⋯!! − 1 = 0 ⇒ 19 ∕ 7!!!! − 1, ∀𝑛 ∈ 𝑁  .............................5 p 

      Obținem astfel că 13 ∙ 19 3!!!! − 1 7!!!! − 1 ,∀𝑛 ∈ 𝑁                       ...................2 p 
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          Subiectul 3 

     Fie G,⋅( )un grup. Dacă există un număr întreg n > 0  astfel încât aplicațiile : ,  ( ) nf G G f x x→ =     

     
1: ,  ( ) ng G G g x x +→ =  sunt morfisme de grupuri, iar funcția f  este surjectivă, atunci G  este    

     comutativ. 

 Fie a,b∈G  arbitrare. Deoarece f  este surjectivă, există c∈G  cu f (c) = b , adică b = cn   

           …….........8 p 

      Cum f  și g  sunt mofisme, avem f (a ⋅c) = f (a) ⋅ f (c) , respectiv, g(a ⋅c) = g(a) ⋅g(c) , 

          .....…........4 p 

      care se mai scriu:    

      (a ⋅c)
n = an ⋅cn  și  (a ⋅c)n+1 = an+1 ⋅cn+1 ⇔ a ⋅c( )n ⋅ a ⋅c( ) = an+1 ⋅cn+1 ⇔ an ⋅cn ⋅a ⋅c = an+1 ⋅cn+1 , 

          ............….8 p 

     de unde cn ⋅a = a ⋅cn  și cum b = cn , obținem că a ⋅b = b ⋅a  . Așadar, G,⋅( ) este comutativ. 

          ………     5 p 

     Subiectul 4 

    Fie 𝑓: 1;  ∞) → 𝑅 continuă astfel încât 𝑓 𝑥! ≤ 𝑥!𝑓 𝑥 ,∀𝑥 ∈ 1;  ∞), unde 𝑘 > 0,𝑝 > 1. Demonstraţi     

    că pentru 𝑎 > 1 are loc inegalitatea: 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≤ 𝑎!!
!

!!! ∙ 𝑙𝑛𝑎 ∙ 𝑓 1 .!
!  

    Barem 

    Se demonstrează prin inducţie că 𝑓 𝑥!! ≤ 𝑥!
!!!!
!!! ∙ 𝑓 𝑥 ,∀𝑛 ∈ 𝑁∗.  ...............................7 p 

    Cu schimbarea de variabilă 𝑥 = 𝑦!! obţinem: 

    𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑝! 𝑦!!!! ∙ 𝑓 𝑦!! 𝑑𝑦 ≤!
!
!!

!
!
! 𝑝! 𝑦!!!! ∙ 𝑦!

!!!!
!!! ∙ 𝑓 𝑦 𝑑𝑦 ≤!!

!!

!   

    ≤ 𝑝! 𝑦!!!! ∙ 𝑦!
!!!!
!!! ∙ 𝑓 𝑦 𝑑𝑦 ≤!!

!!

! 𝑝! 𝑎!!
!

!!! ∙ 𝑓 𝑦 𝑑𝑦 = 𝑎!!
!

!!! ∙ 𝑝! ∙ 𝐹 𝑎!!! − 𝐹 1!!
!!

!  ,      
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    unde F este o primitivă a lui f.                                                             ................................10 p 

   Folosind teorema lui Lagrange pentru F rezultă că există 𝑐! ∈ 1;  𝑎!!!  astfel ca 
! !!

!!
!! !

!!!!!!
= 𝑓 𝑐! . 

  Atunci obţinem: 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≤!
! 𝑎!!

!
!!! ∙ !

!!!!!
!!!

∙  𝑓 𝑐!                                     .....................5 p 

  Trecând la limită pentru 𝑛 → ∞ se obţine concluzia.                                       ......................3 p 

 


