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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
proba de matematica — individual
clasa a X-a

Subiectul 1 (25 de puncte)
(10p) a) Sa se rezolve in multimea RxR ecuatia :

1
9V 49V 1ol = 81

@ﬁwlx_y'

(15p) b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

(cos2 ><)(1+sin2 x)

* * *

(sin2 x)(l+cos2 x)

2022 —2022 =2023-cos 2X.
Sergiu Nistor, Piatra Neamt
Solutie:
a) Avem X,y >0 si din inegalitatea mediilor obtinem:
Ix+ly +—L >3, de unde rezulta 81 <27 (1)
Jy Jx L
X+ ﬁ -
N
.................................................................................................................................... 4 puncte
1 \ﬁ+ﬁ+i
Pe de altd parte 9 +99 +9% >3l9 W >33° =27 (2)
.................................................................................................................................... 4 puncte
Deducem ci trebuie sd avem egalitate in (1) si (2) si obtinem solutia S = {(l, 1)}
.................................................................................................................................... 2 puncte
b) Ecuatia se scrie echivalent :
2022(170032 x)(l+cos2 x) B 2022(1—sin2 x)(1+sin2 x) —2023. (COSZ X —Sinz X)(COSZ X +Sin2 X) P
& 20227 — 20225 * = 2023-(cos* x—sin* x) <
& 2022+ 2023(1-cos* x) = 2022" " * + 2023 (1-sin* x)
.................................................................................................................................... 5 puncte

Functia f:R—>R,f (t) =2022' +2023t este strict crescitoare, deci injectivi. Ecuatia Se scrie
f (1-cos* x) = f (1-sin* x) si din injectivitate deducem 1-cos* x =1-sin* x

.................................................................................................................................... 5 puncte

.................................................................................................................................... 5 puncte
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Subiectul 2 (25 de puncte)
Pentru fiecare numar complex nenul z consideram multimea A, = {1+ z2+2°+.+2" I ne N} .

a) Determinati numerele z pentru care A, este multime finita.
b) Cate numere complexe z au proprietatea ca A, are 2023 elemente?
Vladimir Cerbu, Campulung Moldovenesc
Solutie:
a) Observam ca A =N, deci z=1 nu convine.
....................................................................................................................... 3 puncte
Dacd A, este multime finitd, atunci existd r,seN cu r+1<s astfel Incat

S—r-1

1+z2+2° +..+2° =1+2+72° +..+2", de unde rezultd 1+ 2 +2° +..+ 2 =0. Inmultind aceasti egalitate cu

1-z se obtine z°" =1, adicd zeU, (m=s-r>2). Am notat cu U, multimea radacinilor de ordinul m ale
unitatii.
....................................................................................................................... 5 puncte

Daci zeU,, atunci 1+z+z°+..+z"1=0 i, grupind termenii cAte m, obtinem

2

1+z2+2°+..+2"=1+z+2%+..+z", unde r este restul impartirii lui n la m. Prin urmare,

A, c{1,1+ 21+2+2%, 0 142+t zm‘l} , deci A, este multime finita.

....................................................................................................................... 5 puncte
Numerele cautate sunt ze [ J U, \{1}.
m>2
....................................................................................................................... 2 puncte
b) Daca |A,|=2023, atunci A, este multime finita, deci existda me N, m>2, astfel incat z™ =1.
....................................................................................................................... 2 puncte

Fie m, cel mai mic numar natural cu proprietatea de mai sus. Demonstram ca

A, ={1,1+ 21+2+2%, . 1424+ zmo‘l} si atunci |A,|=mq.

2 2

+..+2"=1+7+2°+..+ 2", unde r este restul impartirii lui

2

Intr-adevar, pentru n>m, avem 1+z+z

2 +..+2" (in caz contrar, obtinem z°7" =1

nla my, iar pentru 1<r<s<m, avem 1+z+2° +..+2° #1+2+2
ceea ce contrazice faptul ca m, este minim).
PN < 1 o | U ¢ [0 (-

In concluzie, AZ| =2023 < 7292 =1 si z* #1 pentru k=1,2022, adici z este radicind primitiva de

ordinul 2023 a unitatii.
Numarul radacinilor primitive de ordinul 2023 ale unittii este ¢(2023), unde ¢ este indicatorul lui

Euler. Deoarece 2023=7-172, obtinem ¢(2023)=1632.

P RRc B o | U [ [0 1
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Subiectul 3 (25 de puncte)

Fie f:Q— Q o functie cu proprictatea ca f (x- f (y)+ f (x))=y- f (x)+Xx, pentru orice x,yeQ.

Ardtati ca f (x)=x, pentru orice xe Q.

Sergiu Nistor, Piatra Neamt

Solutie:

Pentru x=0 in relatia din enunt obtinem f(f (O))z y-f(0), VyeQ, iar de aici deducem ca
f(0)=0.Facand y =0, rezulta f(f(x))=x, VxeQ, iar de aici deducem ca f este bijectiva.
....................................................................................................................... 5 puncte

Pentru x=1 si y=f(1) obtinem f(1+f(1))=f?(1)+1, (1). Ficand apoi x=y=1, rezult ca

f

(f(2f(1))=2f(1). Inlocuind in relatia (1),
1

....................................................................................................................... 4 puncte

Facind x =1 in relatia din enunt, obtinem f (f (y)+1) =y+1 VyeQ . Aplicand aici f, dre)ducem
ca f(y+1)=1f(y)+L vyeQ (2).
....................................................................................................................... 4 puncte

Folosind relatia (2), se demonstreazi imediat prin inductie cd f(n)=nsi f(-n)=-n, VneN’,
adica avem f (x)=x, VXxeZ.
....................................................................................................................... 4 puncte

Pentru xeZ si yeQ in relatia din enunt Obtinem f(x‘ f (y)+x):yx+x. Aplicand aici f,
deducem ca xf (y)+x= f (yx+x). Folosind din nou relatia (2), obtinem x- f (y+1)= f (x(y+1)), adica
a-f(b)=f(a-b), vaeZ si vbeQ (3).

....................................................................................................................... 4 puncte
. ®)
Pentru orice meZ si orice neN avem m= f(m):f(n-m) = n-f(mj, deci f(mjzm,
n n n) n
adica f (x)=x, pentru orice xe Q.
....................................................................................................................... 4 puncte

Subiectul 4 (25 de puncte)
Fie ze C, cu |z|=1. Demonstrati cd exista a,,a,,8,,8, €{-11} cu a +a,+a,+a, =2, astfel incét :
a-|2° +(-1-i)z+i[+a, | + A-i)z—i|+a, |2* + Q+i)z+i|+a, |2 + (-1+i)z—i[=0. (¥)
* % *
Solutie:
|2+ (-1-i)z+i| = |z =)z i) =|z=1]-|z -]
|22+ (@-i)z—i|=|(z+D)(z )| = |z +1-|z i

‘zz +(1+i)z+i‘ =|(z+D)(z+i0)|=|z+1-|z+i|
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‘22+(—1+i)z—i‘=|(z—1)(z+i)|=|z—]4-|z+i|.
.................................................................................................................................... 7 puncte
Fie punctele A(1), B(i), C(-1), D(-i) si P(z), unde |z|=1. Atunci A B,C, D sunt varfurile
unui patrat, iar P se afla pe cercul circumscris patratului ABCD . Relatia (*) devine:
a -PA-PB+a,-PB-PC+a,-PC-PD+a,-PD-PA=0. (**)
.................................................................................................................................... 7 puncte

Daca P e ABnic, avem <cAPB =135, «xBPC = «CPD = «xDPA =45". Aplicand teorema cosinusului,
obtinem:

AB? = PA? + PB? —2. PA- PB-c05135° <> 2 = PA? + PB? + PA- PB-+/2 1)

BC? = PB?+PC?—2-PB-PC-c0s45° < 2= PB>+ PC>—PB-PC-2 2

CD? =PC?+PD?—2-PC-PD-c0s45° <> 2= PC2 + PD? —PC-PD-/2 (3)

AD? = PA? + PD? —2.PA-PD-c0s45° <> 2 = PA? + PD? — PA-PD -2 4)
.................................................................................................................................... 6 puncte
Adunam relatiile (1) si (3), scadem relatiile (2) si (4), apoi impartim prin 2 si obtinem:

PA-PB—-PC-PD+PB-PC+PA-PD=0.

Folosind relatia (**), deducemcd a, =a,=a,=1si a,=-1,cu a +a, +a,+a, =2.
Celelalte cazuri, P € BChic, P € CDmic, P € ADmic se trateaza analog.
.................................................................................................................................... 3 puncte

in situatiile particulare cand P e{A, B,C, D}, egalitatea (**) este evidentd, cu trei dintre valorile
a,a,,a,,a, egale cu 1 siuna —1.
.................................................................................................................................... 2 puncte




