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Subiectul 1 (25 puncte)

Aratati cd, pentru orice a,b,c e(0,), are loc inegalitatea
a b c_c+a a+b b+c
—t—t—=> + + .
b ¢c a c+b a+c b+a
kok ok
Solutie.
< a b Cc . )
Notam X=—, y=—, z=—,rezultdcad X,y,2>0 si xyz=1.
b Cc a
. a+c a xy+1 1-x .
Apoi avem —— ——= —X= si analoagele.
b+c b y+1 l+y
.............................................................................................................................................................. 8 puncte

Inegalitatea din enunt se scrie echivalent:
x-1 y-1 z-1 2 2 2 2 2
+ + >0 < (X" -1)(z+1)+(y" -1)(x+1)+(z°-1)(Yy+1)>0 < > XZ+ ) X > )> X+3,
y+1l z+1 x+1 ( )( ) (y )( ) ( )(y ) Czy; ;‘ CZyC:
pentru orice numere reale pozitive Xx,y,z, cu xyz=1. 1)
........................................................................................................................................................... 10 puncte

Din inegalitatea mediilor obtinem » x’z>3xyz=3 si > x*>~> =L .3 x> x, deci
cyc cyc 3 3 cyc cyc
inegalitatea (1) este adevarata.
............................................................................................................................................................ 7 puncte

Subiectul 2 (25 puncte)
Determinati functiile f:R—R, cu proprietatea ca f(x)-f(y)=5f (x+y)+4xy, pentru orice
numere reale x,y.

Mihaela Berindeanu, Bucuresti
Solutie.

Inmultim relatia din enunt cu f (z) si obtinem:
f(x)-f(y) f(z)=5f(x+y) -f(z)+4xy-f(z), vxy,zeR.
Din ipotezd avem f(x+y)-f(z)=5f(x+y+2z)+4(x+y)z si impreund cu relatia precedentd obtinem

f(x)-f(y) f(z)=25f(x+y+2)+20(x+y)z+4xy-f(z), Vx,y,zeR, ceea ce este echivalent cu
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f(x)-f(y) f(z)-25f(x+y+2z)=20(x+y)z+4xy-f(z), Vx,y,zeR.
............................................................................................................................................................. 10 puncte
Cum membrul stang este simetric in variabilele x,y,z, rezulta ca si membrul drept are aceeasi proprietate,

adica 20(x+y)z+4xy-f(z)=20(y+z)x+4yz-f(x), Vx,y,zeR, ceea ce este echivalent cu
Syz+xy- f(z)=5yx+yz-f(x), Vx,y,zeR.
............................................................................................................................................................... 5 puncte
Consideram x=y=1 si obtinem f(z):(f(l)—5)2+5, VzeR. Notaim f(1)-5=a si inlocuind in
enuntul problemei se obtine a’=4=ae{2,-2}. Functiile cerute sunt f:R—>R, f(x)=2x+5 si
f:R—>R, f(x)=-2x+5.
............................................................................................................................................................. 10 puncte

Subiectul 3 (25 puncte)

Fie A si B douda multimi finite, formate din numere naturale nenule, cu proprietatea ca
|AUB|-|AnB|= > X,

xeAUB

unde prin |M | am notat cardinalul multimii finite M .

a) Aratati ca |AmB| > |A\B| + |B\A|.

b) Aritati cd pentru orice N e N, existd multimi A si B cu proprietatea din enunt astfel incat
|AUB|=n.

Cristi Savescu, Focsani
Solutie.
|AUB|-(|AUB|+1)
2

Atunci

a) Deoarece A B N",avem > x>1+2+3+...+|AUB|=

xeAUB

|AUB|+1

relatia din ipotezd conduce la |Am B| > , de wunde obtinem imediat faptul ca

2
2:|AnB| = |A\B|+|B\ Al+|ANB|+1. Rezulta |[ANB|>|A\B|+|B\Al+1, de unde deducem inegalitatea
ceruta.
............................................................................................................................................................... 9 puncte
b) Pentru n=1, consideram A=B = {1} , 1ar pentru n impar, n >3, consideram A= {1,2, e nTH}

§iB={Z&“”M.CwnE§§£n,mmm/MJB=ﬂ2““Jﬁ§iAmB:{Z&“qE§§}de|AUBFn

. n+1 . o R n+1 . . .
si |ANB|= - Egalitatea din ipotezi devine n el 1+2+ ... +n si este evident adevirata.

............................................................................................................................................................... 8 puncte
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Pentru n=2, consideram A=B={13}. Pentru n par, n>4, considerim A= {1, 2,..., anz} si

n+2

B {1,2,...,n—1,3?n}. Cum Tgn—l, avem AcB, deci AuB=B si AnB=A, prin urmare

|AUB|=|B|=n si |AmB|=|A|=”T+2. Egalitatea din ipoteza devine n-”L22=1+2+...+(n—1)+3?”,

n(n+2 n-1)-n
adica ( > )=( 2) +3?n si este evident adevarata.

.............................................................................................................................................................. 9 puncte

Subiectul 4 (25 puncte)

Fie B, si B, doua puncte pe latura AC a triunghiului ABC, B, €(B,A) astfel incat
<ABB, =«B,BB, =<«B,BC, iar D si E punctele de intersectie dintre bisectoarea unghiului A cu
dreptele BB, respectiv BB, . Daca B,B,ED este patrulater inscriptibil, aratati ca punctele B,,H,O, |
si E sunt conciclice, unde H,O, 1 sunt ortocentrul, centrul cercului circumscris, respectiv centrul
cercului Tnscris in triunghiul B,B,E .

Catalin Barbu si Lucian Lazar, Bacau
Solutie.

Fie M intersectia bisectoarei unghiului <BAC cu BC, notam cu
a, f masurile unghiurilor «x<CAM si <ABB, . Avem:

m(«<MDB)=a+ 4, m(«B,EA)=a+28 si m(«B,BB)=2a+p.
Cum B,B,ED este patrulater inscriptibil, avem
m(<«B,EA)+m(«B,B,B)=180",sau o+ £ =60", de unde
m(<«AB,B) =60".

Avem: m(<«B,HE)=180"—m(<«B,B,E)=120" si m(«B,OE)=2-m(<«B,B,E)=120", deci

<«B,HE = «B,OE , adica punctele B,,H,O, E sunt conciclice (1)
............................................................................................................................................................ 8 puncte
In triunghiul B,IE avem: m(«B,1E)=180" —m(<IEB,)—m(«IB,E)=120°, de unde «B,OE = <«B|IE,
adica B, 1,0, E sunt conciclice (2). Din relatiile (1) si (2) deducem concluzia.
............................................................................................................................................................ 8 puncte



