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BAREM DE NOTARE
Clasa a X-a
proba de matematica

1. Aratati ci existi z,, z,, z, € C* astfel incat 2 +2+2=3j,
Zo Z3 Zy

Solutie:
Inmultind relatia dati cu z, obtinem ecuatia de gradul doi in Z,:  .oocoveevveieieieeee s 15p
1 5, (z, . . .
—-2,°+| —-3i |-z, +2, =0 pentru z, si z, fixate
Z1 Z2
care are sOlUtil TN CF L . . 10p

2. a)(10 p) Si se arate ¢ (a+b) Ig(a%b) >blga+algb, pentru orice a,be(1,).

b)(15 p) Fie a,be(0,1), cu a’+b*=1. Sa se arate c¢i alga+blgb+(a+b)lg(a+b)<0.

Solutie: a) Din inegalitatea mediilor rezultd (a+b)lg (a—;bj >(a+b)lg (\/E) = a—;b(lg a+lgh)

........................................................................................................................................................................ op
Este suficient si demonstrim ci aT+b(|ga+|g b)>blga+algb, inegalitate echivalentd cu
(2=D)(1g@=1gD) > 0,adEVALAL.........evvmrerierireiirieeie e 5p
b) Inegalitatea se rescrie:

a b a b a’ +b?
——Ilga+——Igh<-lg(a+b) < lga+ lgh<I 1) 5
a+b : a+b J ol ) a+b J a+b : g( a+b j( ) P

Considerdm functia f :(0,0) - R, f (x)=1Igx, care este functie concava. Atunci, pentru orice X,y € (0,)

si a,B<€[01], cu a+pB=1, rezultd f(ax+py)zaf (x)+B8f(y). Pentru

X=ay=ba= a = obtinem inegalitatea (1), care este echivalentd cu inegalitatea din
a+b a+b

o1 01 T TP U PRSPPI 10p

3. Sii se arate ci pentru orice numir natural n>2 ecuatia 2" (Z" +1) (Z +1)n are toate radacinile de

acelati modul.
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Solutie: Observam cd z =1 este solutie si pentru N numar impar avem z =—1 solutie, ambele avand modulul

T L o OSSR SSSRSN 5p
Vom arita ca toate radacinile au modulul 1.
2
- . - r . . . . o
Notim |z|=r>0, deci 7=— si conjugim relatia din ipoteza,

obtinand: 2“( +1):(z+1) cﬂ“{[%) }:( j<:>2”1 r’ +z) (r*+z)". Scidem relatia

din ipoteza rezulta
2”‘1(r2”—1)=(r2+z)n—(1+ z)' = 2" (r*"-1)=(r*-1) (Zn: 1+ z)“] ................................ 10p
k=1
Presupunem prin reducere la absurd ca r #1 si atun<:1 -1 >0 si obtinem:
r’—1

r2n _1) n 4 4 r"-1
2n—1( — 2 1 < 1 -1 1 nl. n—k= 1 nl._

(rz—l) kzzl:(r +z) +2) Z( ) (L+1) " =(1+r) k=lr (1+r) —

de unde rezultd ca 2"‘1(r” +1)S(r +1) , contradictie. Se poate demonstra folosind metoda inductiei

matematice ca 2"‘1(I’n +1) >(r +1)n ,Vn>2re(0,1)u(l, o).
TN CONCIUZIE T =0ttt sttt s ettt en ettt en ettt 10p

4. Spunem ci o functie f :7Z — Z are proprietatea P daca

f (( f(x)) + f (y)) — xf (x)+ f(y), pentru orice X,y eZ.

a) (5p) Dati exemplu de o functie f cu proprietatea P pentru care 0 < f (2025) < 2026.
b) (10p)Exista functii f cu proprietateea P, pentru care f (2025) > 20267 Justificati rispunsul!
Solutie:

a) Functia identica f :Z —7Z, f(x)=x, are proprietatea P si f(2025)=2025¢<(0,2026)................. 5p

b) Fie f :7Z — 7Z o functie care are proprietatea P. Facind X = Y =—1 in egalitatea din enunt, obtinem
f((f(—l))2+ f(—1))=o, deci 0 e Im(f)

Apoi, pentru f (x) =0 obtinem f (f(y))= f(y), pentruorice y e Z, prin urmare
f(z)=2z,pentruorice Ze IM(T), (1) .o e 5p

Aplicam f pe relatia din ipoteza si tinAnd cont de (1) avem

F(xf )+ f(y))= T (f ((F00) + f(y))): F((FOO) + T D) =X (+ F(9) oo 5p

Tn egalitatea f (Xf (xX)+ f (y)) = Xxf (x) + f(y), care are loc pentru X,y € Z, punem f(X) inloc de X si

tinand cont din nou de relatia (1), obtinem

f (( f (X)) + f(y))=( FO0) + FUY) errrrmreme oo 5p
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Egalam cu relatia din ipoteza si obtinem ( f (X))2 = Xf (x), de unde f (X)( f(x)- X) =0. Deducem ca
f (x) €{0,x}, pentru orice X € Z, de unde rezultd ca | f (x)|<|x|, pentru orice x e Z.

Pentru X = 2025 obtinem | f (2025)| <2025, deci nu exista functii f cu proprietateea P, pentru care
F(2025) 2 2026. ... 5p



