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clasa a XlI-a

Subiectul 1 (25 puncte)

Fie matricele 4,B € M;(C), cu (AB — BA)? = 05. Demonstrati ca:
det(AB + BA) = det (24B).
Solutie:

Din relatia lui Sylvester rang (AB — BA)? = 2rang(AB — BA) — 3, de unde obtinem ca
FANGAB — BA) S Lo e e 5p

Deducem ca functia polinomialad f (x) = det [BA + x(AB — BA)] are gradul maxim 1, deci exista
A,Dh € C,a.1. f{x) = @X F D, VA € oottt sttt a e nns 5p

Pentru x = 0 obtinem b = det(BA), pentru x = 1 obtinem a = det(AB) — det(BA).

Pentru x = > obtinem f (%) — det [BA +2(AB — BA)| =1 (det(AB) — det(BA)) + det (BA)...5p
Adica

det E (AB + BA)] = - [det(AB) + det(BA)] = —det(AB + BA) = det (AB) = det(4B + BA) =
8det (AB) = det(AB + BA) = det (24B)

Subiectul 2 (25 puncte)

Fie AeM, (C). Demonstrati ca urmitoarele doud afirmatii sunt echivalente:

a) existd B,C e M (C) astfel incat A=BC si CB=0,;

by A’=0, .
Sorin Radulescu, Viadimir Cerbu
Solutie:
a)=Dh) Az=(BC)(BC):B(CB)CzB-On-CzOn ............................................................ 5p

b)=a) Fie AeM, ((C) astfel incat A’ =0, . Daca r =rang A, atunci existd matricile inversabile

0) 0)

n-r,r n—r,n—r

, O
P,QeM, (C) astfel incat A=P-S-Q , unde S:( r ] ........................................ 10p

A*=0, = PSQ-PSQ=0, = SQ-PS =0, (am simplificat la stinga cu P si la dreapta cu Q)
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Deoarece S* =S putem scrie A=PS-SQ.
Luiam B=PS si C=SQ.Avem A=BC si CB=SQ-PS=0, ...c.c.ccovvvrrrrrrrrrrrrernrrnns 10p

Subiectul 3 (25 puncte)

Determinati functiile continue f: R — R cu proprietatea
5f(3x +1) —2f(x —1) = 13x + 10,¥x € R
Solutie:
Cautam solutii de forma f(x) = ax + b si obtinem solutia f;(x) =x+ 1........coooiiiiiiiiiiini 5p

Scriind f(x) = f;(x) + g(x) si inlocuind in relatie obtinem 5g(3x + 1) = 2g(x — 1),x € R, adica
59(3(x +1) — 2) = 2g(x + 1 — 2). Inlocuind x + 1 = ¢ obtinem 5g(3t — 2) = 2g(t — 2)......5p

Notam g(t — 2) = h(t), de unde 5h(3t) = 2h(t) = h(x) = Eh (g) VX ER 5p
T
Inductiv avem, pentru orice n € N*, h(x) = G) h(fn) VXER. 5p

Trecand la limita pentru n — oo rezultd h(x) = 0 - h(0) = 0, ¥x € R. Obtinem f(x) = x + 1 este singura

functie care verifica relatia din 1POteZa. ... ... ..ot 5p

Subiectul 4 (25 puncte)

Fie sirul cu termeni strict pozitivi (a ) ., cu proprietatea a’, = (n+1)(a, —a_,,) vn>1 si

n+l

1 1 1 1 . . .
.+—+Inn, n>1. Verificati daca sirul X, =a,-b,, n=>1 este convergent.

b, = + + .
n+l n+2 n+3 2n

n

Solutie:

2
a . . o o o .. .
a,—a,,=—"L>0 = a, sir monoton strict descrescator. Cum a, >0 rezultd (a,),,, marginit, deci
n+1 )

(a,),s; este convergent. Notam lima, =l eR, 120, 5p

n—oo
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a 12 |2
Daca | >0,cum a,,, 2| rezulta "L >—— <& @ —a,,>——. Rezulta
n+l1 n+1 n+
a »r(iyt, L
S PR n+1
(1 1 . .
Cum 1>0silim| =+=+..+—— |=c avem lima, =—o (Fals). Deci I =0.......................... 10p
nool 2 3 n+1 n—o
1 n+1
b b —b @nsn@n+2) " n
limx =lima -b =lim-"=Ilim—2 " =lim =
n—w n n—w n n n—owo n—owo 1 1 n—w a§+1
a, a,, a, (n+1)-a,-a,,
lim n+l B +(N+1)- & -Inn—+1 ..................................................................................... 8p
e (2n+1)(2n+2) a,, 01
: an : a'n+1 s h i
Cum lim =lim| 1+ — [=1, rezultd limx, =1 deci X, este convergent..............cceeriniiininn, 2p
n—o an+1 n—o n+1 n—w



