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BAREM DE NOTARE SI EVALUARE - clasa a Xll-a
proba de matematica

o .. (1 COSTX a‘-coszc
1.S4 se arate cd 3¢ €[-1,1] astfel incét j - il —dx= . ”ZC, a>0a=1l.
-11-a” +a l1-a"+a
(profesor Marian Ursarescu)
Solutie
2X
1 a”*cosmx
_J COS tX dX J:J- 2 7T2X dx
11—-a* +a** -11-a* +a
X=—-t=dx=-—dt
x=-1=t=1x=1=t=-1(5p)
cos;rt 1 a? cos;rt
—j —j o, 7t=9 (10p)
11-a‘t+a?
2X
coszx(a™™ +1 cosrzx(a™—a*+1+a”
I+ =J1 > ( )x=jl (2 )x JCOSﬂXdX+Ilde:
-1 a®™-—a*+1 -1 a”*-a"+1 a*+1
. 1
5|n7zx| 1 a*cosmx 1 a*cosmx a* coszx
= + = X. | == d 10
Tl -[*lazx—ax+1 I —a* +1 -[ (10p)

Aplicam teorema de medie = 3c e [—1,1] astfel incat

1 a*coszx a‘ cos zc a‘ coszc
j dX=2———"—=1=——-——.(5p)

1a¥ —a* +1 a*-a’+1 a*-a’+1
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2. Fie nun numar natural, n> 2. Sa se arate ca daca ecuatia X+ X+ X+ X =1 nu are solutii in Z , atunci

ecuatia X+X=1 nu are solutiiin Z .
(GM)

Solutie
Presupunem ca exista aeN cu a+a =1. Atunci ndivide 2a—1, deci neste impar. (10p)
Cum (4,n) =1, rezultd ca 4 este element inversabil in Z, deci existd x € Z, cu 4x=1=> x+x+x+x=1,

fals. (15p)
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3. Determinati functiile integrabile f :[0,1] >R care au proprietatea ca

[ f(t)dt=((x))™ + £ (x), vxe[01].

(profesor Mihai Piticari, profesor Vladimir Cerbu)

Solutie
Fie F:[0,1] >R, F(x)= J.OX f (t)dt. Functia F este continud si F(0)=0.

2025

Considerand functia g:R — R, g(x)=x"* +x, relatia din ipotezd devine F =g f .

Evident functia g este bijectivi, prin urmare inversabild, deci f =g oF . Deoarece functiile g~* si F sunt

continue deducem ca functia f este continua, iar de aici obtinem ca functia F este derivabilasi F'= f . (7p)

Deoarece functia F este continud pe [O,l] rezultd cd F este marginita si isi atinge marginile. Daca

notam m = ir[lofl]F(x) si M = sup F(x), urmeazi ci existd a,b €[0,1] astfel incat M =F (a) si m=F (b).
<9, xe[0,1]

Tinand cont cd F(0)=0 rezulti ca m<0<M . (8p)

Presupunem cd M >0. Dacd maximul M este atins Tn interiorul intervalului [0,1], adica a<(0,1),
conform teoremei lui Fermat rezulta ca f (a)=0. Din ipotezd obtinem F(a) :( f (a))2025 +f(a)=0, adica
M =0, absurd! Urmeaza ca M este atins in 1, adica M =F (1) Aplicand teorema lui Lagrange functiei F pe
intervalul [0,1] deducem ca existd ce(0,1) astfel incat F(1)—F(0)=F'(c)(1-0), adicd M = f(c).

Pentru x =c n relatia din ipotezd obtinem F(¢)=M**+M .Cum M >0 rezultd F(c)>M = sup F(x),
Xe[O,l]

absurd! Prin urmare M =0.

Analog se demonstreazd cd m=0 si atunci F(x)=0, Vxe[0,1], prinurmare f(x)=0, Vx<[0,1]. (10p)
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4. Fie n un numar natural liber de patrate si G un grup neabelian de ordinul n. Demonstrati ca exista doua
elemente din G, de acelasi ordin, care nu comuta.

(***)

Solutie

Presupunem ca orice doua elemente ale grupului care au acelasi ordin comuta. Pentru fiecare factor prim p al
lui n, fie Hp = {x € G | x¥ = e}. Deci Hp este parte stabild si deoarece este finitd, deducem ca Hp este
subgrup abelian al lui G. (5p)

Fie p, q doi factori primi distincti ai lui n si x € Hp, y € Hg. Fie @ = xyx~ty~1. Avem atunci
Ceyx™1)% = xy9x~' = xx™! = e, deci xyx~* € H_ (5p)
si cum }f_l = Hq deducem a € Hq. Analog se arata ca a € Hp. Asadar avem
a € Hp N Hg = {e} de unde xy = yx. (5p)

Fie n = p; 5 ... Py unde p; sunt factorii primi distincti ai lui n. Din Teorema lui Cauchy, rezulta ca
exista elementele @y,a,,...,@;, € G care au respectiv ordinele py,ps,..., .. Deoarece elementele

@4,d3, ..., A} comutd doud cate doud, deducem ca ordinul lui @@, ... @} este exact n, deci G ar fi ciclic,
contrazicere cu faptul ca G nu e abelian. (10p)



