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BAREME
proba de matematica
clasa a Xl-a

Subiectul 1 (25 puncte)
Se considerd sirul (x,) ., definit prin x, €(0,1) si x,,, =X, —X +X;, pentru orice neN".

a) Aratati ca lim x, =0.

n—oo

b) Calculati lim nx,.

n—o0

c) Aratati cd limita lim n(1-nx, ) exista si este finita.
n—o
* % *

Solutie.
a) Fie f(x) =x—x% +x3. Pentrux € (0,1),avem f(x) =x —x? + x3 = x —x?(1 —x) < x.

Deci x,.1 = f(x,) < xy, sirul este strict descrescator.
Se demonstreaza prin inductie matematica ca sirul este marginit inferior. Rezultd ca sirul este convergent.

.................................................................................................................................................. 6 puncte
Fie [ limitasa. Avem [ =1—1?+1®> = [*(I-1)=0.Cumx; < 1,rezultdal = 0
.................................................................................................................................................. 3 puncte
b) Folosim Lema Stolz-Cesaro pentru sirul cu termenul general T /
. (n+1)—n_1_ 1 - 1
oo 11 nno 1 ~ 1 novoo 1 — (1 — 2 + %2)
Xne1  Xn Xn(1—x, +x2) Xy X, (1 — x, +x2)
L 7 6 puncte
n—-co Xn—Xn

Simplificim cu x,; lim —omn = 12000 g e 3 puncte
n—-o 1l—-xp 1-0
c) Fiey, =— D1n punctul b) rezulta c‘ n 1. Atunci n(1 —nx,) =n (1—3}1) =nx, (O, —n)

Deoarece nx,, —» 1 # 0, limita ceruta exista si este finita daca si numai daca sirul z, = y,, — n este

convergent.
1 y . . X, —x2 (1-xp)
Cum = = t__ obtinem: -y, = (—— ) =y,  ——t = 1t
Vn+1 in(1—xp+x2)  1-xp+x2 7’ Yn+1 = Vn = In 1-xp+x2 1 In 1-xp+x2  1-xp+x2
Deci — i o eeeeeeteteeeeeeeeeieeeeeeeeeratnaeeeeeertieeeartaeerarateeeeerarnnnns nct
Yn+1 = In 1= 1— xn+xn 3 puncte

Deoarece x,, — 0%, exista N € N* astfel incat, pentru orice n > N:
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2

> < 2xE.

—Xptxg;

0<x,<1/2,deci1/2 <1 — x, + x2 < 2 si, prin urmare,

Din punctul b) existd constanta C > 0 astfel incat x,, < % , pentru n suficient de mare (de exemplu, putem
alege C = 2). Rezulta ca exista N' € N* astfel incat, pentru orice n > N':

C\*  2C*
= —11<2(5) =

n2’
Fieacumm > k = N'. Atunci

m-—1 m
m-1 z : 2ct 2 : 1
Zm — Zy |= ‘Z_ (yj+1__')/j < j—ZSZC . ]—2
=k j=k j=k

n
: 1 . s < .
Deoarece sirul a,, = E — ,n = 1 este convergent, rezulta ca sirul (a,, — a,_,) converge catre 0, adica
i=1

l

m
Z ]i—> 0, cand k — co. Prin urmare, pentru orice € > 0, exista N € N* astfel incat, daca
j=k

m >k > N",atunci | z,, — z, I< &. Astfel sirul (z,),,. 5 €ste Cauchy, deci convergent.

Prin urmare, limita lim n(1 — nx,) exista si este finita.

n—co

............................................................................................................................................... 4 puncte

Subiectul 2 (25 puncte)
Fie ABeM,(C),cu A= B, astfel incat A’B=B’A si A’=B®. Aratati ca
det( AB*A+ A’BA+ A’B? + A’ + 1, ) +det (BA’B+B°AB+B*A’ +B" —1,)=2.

Gabriel Constantin, Roman

Solutie.
Din relatia A’B =B*A, prin multiplicare la dreapta cu B, respectiv cu A, obtinem A’B® =B’AB si

BZAZ = APBA . ottt ettt ettt et en et 3 puncte
Din relatia A’B =B?A, prin multiplicare la stinga cu B, respectiv cu A, obtinem BA’B = A* si

B = ABZA. ettt ettt e et an ettt 3 puncte
Cum A°—B*—A’B+B’A=0,, rezultd (A=B)(A*+B*)=0,, (1) ccovrriirrriiinssnes 4 puncte

Presupunind cd A’ + B? este inversabila, din (1) obtinem A—-B =0, , adicd A=B, fals. Rezulta ca
det(A2+Bz)=O. .............................................................................................................................. 5 puncte
Notand X = (A2 + 82)2 = A" + A’B* + B*A%* + B*, observiam ci, pe de o parte putem scrie

X = AB’A+ A’BA+ A’B? + A*, iar pe de alti parte avem X = BA’B+B?AB+B”A’+B*. Identitatea care
trebuie demonstratd devine det(X +1,)+det(X —1,)=2, (2). ciovrrrrrmerssnnrrreeeeieiiniinnnnne, S puncte

Cum det(X +1,)+det(X —1,)=2(det(X )+det(l,)) si det(X)=0, obtinem (2). ....... S puncte
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Subiectul 3 (25 puncte)

Fie f,g:R — R doua functii crescatoare cu proprietatea ca, pentru orice X,y € R cu X<y, exista

f —f
e(x,y) astfel incat g(t)= -1y . Aritati ci urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

X—y
i) ml g(x)=0;
i) limita lim f (x) existd si este finita.
X—00
Cristi Savescu, Focsani

Solutie.

Daca lim g(x) = 0, din faptul ca g este crescatoare, deducem ca g(x) < 0, pentru orice x € R.
....................................................................................................................... 3 puncte

Atunci, pentru orice x < y,avem %}’;(” e 0 = 4 puncte

Dar functia f este crescatoare, deci % > 0. Deducem atunci ca f este constanta, deci limita

lim f(x) €St FINITA. ceiieiiiiiiiiiiiieeieeientiesecntsesessesonsonsosssssnsonsssssssnssnsssssssnssnsse 4 puncte
X—0C0

Reciproc, daca limita lim f(x) este finita, atunci pentru orice x < y, exista t € (x,y) pentru care sa
X—00

avem %{1@) S L0 I 1 €3 TSt 4 puncte
Tn aceasta relatie, pentru y — oo, obtinem g(x) < 0. Cum x a fost ales aleator, avem

(%) < 0, PENLIU OFICE X € R, tuiuiiernrereesnsersesnsssssnsesssssssssssnssssssnsssssssssssnssssssnssssssnssss 3 puncte

Atunci, pentru orice x < y, avem ———== J@O-1») ) f W > (pentru ca f este crescatoare). Pe de alta parte, avem

ﬂxz i(y) G(t) <0, deCi F(X) = FIV).  ceererererururuiuiiiiiiiiiiiiiiiniiiretttnsasasasasasasasassnsnses 4 puncte
Deducem ca f este constanta, deci conform ipotezei, g se anuleaza in orice interval real. Cum g este

Crescatoare, reZUIA C3 g = 0. cuiieeiieriereneeaeeenecanrensesacsnsonscsnsonsesssansonsessssnsossssnssnssnssnss 3 puncte
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Subiectul 4 (25 puncte)
Fie A,BeM,(C) cu proprietatea ci AB°’A= AB+BA. Demonstrati cd AB* = B*A si A’B=BA’.

Mihai Opincariu, Brad
Solutie.

Din AB*A= AB + BA obtinem (AB—1)(BA=1)=1,, (1) oo, 5 puncte

Notand BA—1 =X, vomavea (AB—I )X =1, relatie care, multiplicata la stinga cu B, devine
(BAB - B) X =B, adica (BA— I, ) BX = B . Multiplicand ultima relatie la stinga cu AB — | si tinand cont de
(1), varezulta BX =(AB—-1,)B, sau B(BA—1 )=(AB-1,)B, de unde rezultd ci AB* = B*A.

........................................................................................................................................................... 10 puncte
Pentru a demonstra a doua egalitate din enunt, observam ca din relatia (1) reiese ca matricele

AB -1, si BA—1  suntinversabile si (BA— In)fl =AB—1,deci (BA—1,)(AB—1,)=1,, (2).
Pe baza relatiei (2) , rationand in mod analog, se obtine ci A’B = BA’.

............................................................................................................................................................ 10 puncte



