Subiectul 1 ( 25 puncte)

Fie (G,") un grup avand un singur automorfism. Aratati ca:

1) G este grup comutativ;
2) x?> =e,oricarearfix € G.

Solutie:

Fie a un element fixat din G. Vom arita ci functia f: G — G, f(x) = axa ! este
automorfsm de grupuri.

.......................................................................................................................................... S5p
Fie x1,x, € G.

f(x)=f(x) = ax;al=axa = xjal=xa = x =x,.

Prin urmare, functia este injectiva.

Fie y € G astfel incat f(x) = y. Rezultd axa™ = y, de unde xa™! = a™ 1y, ceea ce
implicd x = a”lya , adica surjectivitatea.
.......................................................................................................................................... S5p
Fie e elementul neutru al grupului si x, y doud elemente din G.

f(xy) = a(xy)a™?, iar

fOf ) = (axa™H(aya™) = ax(a *a)ya™" = axeya™ = a(xy)a™".

Rezulta ca f(xy) = f(x)f(y),Vx,y € G, deci f este morfism.

Cum 1, este automorfism al grupului G, iar grupul G are un singur automorfism, rezulta
cd f = 1,. Drept urmare, axa™! = x, Vx € G, de unde ax = xa,Va,x € G.

.......................................................................................................................................... Sp
b) Consideram functia g: G — G, g(x) = x ! si ardtim ci este automorfism.

gx) =gl) = x ' = = e = x0T = exy = (X DX, = X, = x4,
adica injectivitatea.

FieyeG. glx)=y=x1=y= )=y 1= x=y"1= gsurjectivd
gxxz) = (x12) =27t =T xg = g () - g (%), Vg, Xz €G.

Ca urmare a celor stabilite anterior, g este automorfism.
........................................................................................................................................... Sp

_1:

La fel ca la punctul anterior, avem g = 1, adica x x, Vx € G, ceea ce conduce la

x*>=¢e,VxeQG.



SUBIECTUL 2.

Pentru orice numar natural n > 2 notam

1
1 24 n
In:\/y\L/ i (l—x)ndx
0

l+z+4+a2+. +an+ant!

S& se arate cd lim nl, =1si lim n(nl, — 1) = —1.

n—oo n—oo
(Gazeta Matematica)

Solutie. Fie n > 2. Pentru orice ¢ € [0, 1] avem inegalitatile

0<1—-Vt<1-t

Fie x € [0,1]. Atunci

14422+ +2"

0<t= <1
- l+z+224+ .. +an+gntl —
si din inegalitatea precedenta
0 < 1- \/ 1+x+a2+..+a"
1+z+x24+ ... +an +gnt!
l4+z+22+...+a" ke

s 1= = < "t < g
- 1+z+224+. 4o+t 144224+ .+t — -

De aici avem:

l+ax+224+ .. +an
0<(1—a)"— 7 A—z)"<a"-(1-z)"
<(1-ux) \/1+x+x2+...+$"+$”+1 (1-—2)"<z2"-(1-x)

Cum z(1 — z) < 5 deducem c&

1+z+22+.. +an 1
0<(1—z)"-7¢ (1= < —.
(-2 \/1+$+x2+...+x"+x"+1 (1=2)" <

1 1
0< - In S T

“n+1 4n

de unde n
v I, < —
< nln < 5



din teorema clegtelui avem lim nl, = 1.

n—oo

De asemenea

1 n
0<1—nl, — <
" 1S
de unde )
n n n
<n(l—-—nl,) <—
n—l—l_n( nn)_4”+n+1
deci lim n(1 —nl,) = 1, de unde rezultd concluzia.



Subiect 3 ( 25 puncte)

Fie A un inel finit si comutativ. Sa se demonstreze ca urmdatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(a)Existiununica € A cua®+1=0;

(b)1+1=0sipentruoriceac A existibe A cua = b? .

Solutie:

(a)=(b)

Dina?+1=0avemsi (—a)?+ 1 =0 deci, din unicitate, avem a + a = 0, deci
a(1+1) =0,

Prin inmultire cu —a, deducem 1 + 1 = 0, deci singurul element a pentru care a? + 1 =
Oestea =1,siinplus1+1=0.

Demonstram cd x? = 0 implicd x = 0.

Fie x € A astfel incat x> = 0,deunde (x + 1)?+1=x*+x+x+ 1+ 1 =0, de unde
x+1=1,decix =0.

Fie functia ¢ : A — A, ¢ (x) = x2. Demonstrim ci ¢ e injectiva.

Dacix? = y?, atunci0 =x?> —y? = (x +y)(x—y) = (x + y)(x + y) = (x + y)?,
decix +y = 0,deunde x = y. Deci ¢ e injectiva si cum A este finit, ¢ e si surjectiva si
deducem (b ).

(b)=(a)

Avem ca functia ¢ definita mai sus e surjectiva si din moment ce 4 este finit, ¢ e de fapt
bijectivi, deci existd un unic element x € A cu x? = 1, adicix? + 1 = 0.



SUBIECTUL 4.

Fie I C R un interval deschis, a € I si f : I — R o functie integrabila pe
orice interval inchis gi marginit din I, care verifica relatia

z+y

[ 1wa- [ s < -0

2

pentru oricare x,y € I.Ardtati cd functia F : I — R, definitd prin F(z) =
T
/ f(t)dt este derivabild pe I, cu derivata continud pe I. Este F' o primitivd a

lui f 7
(Dan S$t. Marinescu gi Eugen P&lt&nea)

Solutie. Inegalitatea din ipotezad poate fi scrisi

27 (U5Y) Py - F)| < e -nhveye )
.............................................................................................................................................. op
Consideram functia G : I — R, G(x) = % — F(z). Din (1) obtinem

1 1
6) + G - 26 (152 - {a - 9P| < {a - v vmy e,
de unde
T4y 1
056+ 60 -26 () < je-ptvngen @
.................................................................................................................................................... op

Deoarece f : I — R o functie integrabild rezulta F este continua pe I, functia
G este de asemenea continud pe I. Atunci din inegalitatea din stanga din (2) ,
deducem c& G este convexd pe I. Rezultd cd G are derivata finita la dreapta

Gy (z) = lim Glz+1) —G@)
z\,0 t
si derivata finita la stanga
G (2) = 1im G D = C@),
z /0 t

in orice punct = € I. In plus, G%(z) < G'(z),Vx € I.
Fie x € I, arbitrar. Existd r > 0 astfel incat (x — r,x + r) C I. Din relatia
(2) obtinem

o< Glot tz —G(z) G(z) - tG(x ) ot vie (0,7). 3)




Rezulta

0 < lim (G(ert) -G() G(=) G(xt)) <o,
2\,0 t t

de unde G’ (z) = G’)(z), deci G este derivabild in . Cum x este arbitrar, functia
G este derivabild pe I. Notdm cd G’ este monoton crescitoare pe I, conform
convexitatii. Analog, functia H : I — R, G(x) = 7”2—2 + F(z) este convexd si
derivabild pe I, cu H' monoton crescitoare pe I.

Atunci, F este derivabila pe I, cu derivata
F'(z)=2—-G'(z) = H'(z) —z,Vz € I. (4)

Pentru a proba continuitatea functiei F’ : I — R, este suficient s& demonstram
relatia
|F'(x) = F'(y)| < v —y] ,Va,y € L. (5)

Fie Vz,y € I.Putem presupune x < y. Din (4) obtinem
Fly) = F(z) = (y—2) +|G'(2) - G'(y)| <y —w = |y — 2

si

F(z) = F(y) = (y —=) + |H'(x) - H'(y)| <y — 2 = [y — ],
de unde rezultd |F'(x) — F'(y)| < | — y] .

Functia F este o primitiva a functiei f daca si numai daca f este continua pe
1. Ipoteza problemei nu asigurd insa continuitatea functiei f. Contraexemplu:

1, r=a

@) :{ 0, x¢cl\{a}

satisface conditiile din enunt, dar F’'(a) =0 # 1 = f(a).



