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Barem de corectare si notare
proba de matematica
clasa a X-a

Subiectul 1 (25 puncte)
Determinati numerele complexe z pentru care 4‘22 +2z+ 4‘ +‘z3‘ <8.

Cristian Amoraritei, Suceava

Solutie si barem: Avem

2 -8 :(2—2)(22 +22+4):> 8 :‘8—23 +Z3‘ S‘8—23‘+‘23‘ :‘23‘+|2—Z|"22 +22+4‘ .

Conform ipotezei rezulta ca

4|27 + 2z +4|+ || <8<|P| 42— 2| |27 + 22+ 4| = 4|27 + 2z + 4| <[2 2|7 + 22+ 4| (1)
................................................................................................................................................ 10 puncte
Cazul I: ‘zz +2z+4‘=0<:>z2 +2z+4=0=>z¢ {—l—i\/g,—lﬂ'\/g}. Ambele numere verifica

negalitatea din IPOLEZA........cccuieruieeiieiieeie ettt ettt et e e e e teeebeesaaeesbeessaeensaensaeesnneenne 8 puncte
Cazul II: ‘zz +2z+ 4‘ > 0. Din relatia (1) rezulta

22|24 4<|z|+2=2<|z|= |7 28=|2’|+4]2’ + 22+ 4|> 8, contradictie.

In concluzie, numerele care verifica ipoteza sunt z=—-1-iy/3 si z=—-1+ i3 e, 7 puncte

Subiectul 2 (25 puncte)

1

o : 2743 =5
Determinati solutiile reale ale sistemului 1 .

2" +3* =5

Mihai Opincariu, Brad
1
Solutie si barem: Daci, prin absurd, y <0 atunci 5=2"+3" <2 +3°, deci 4 <2 sirezulti 2<x.

1 1
Vom aveacd 5=2" +3* <2"+32 <2 +3, deci 2<2” sau 1< y contradictie.

Varezultacd y >0 sianalog obtinem €& X > 0 ..occvevuiiniiiiiriiniiiecieeeieeeeee e 7 puncte
1 1 y=x
Scazand cele doua ecuatii ale sistemului rezulta 2* —2% =3~ —37  adica 2’ (2’” —1) =37 [3 Y —lj.

y—x
Xy

Daca, prin absurd, x # y atunci expresiile x—y si VOr avea semne contrare, ceea ce

contravine relatiei de mai sus. Obtinem astfel & X =y .....cccoooiriiiriiiiiiinieee 8 puncte

1
Rémane sa rezolvam ecuatia 2" +3* =5, unde x>0, (*) .
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Cum functia f:R—>R , f (x) =3" este strict crescatoare si strict convexa, iar functia
1 : .. y . <
g:(0,0) >R, g(x)=— este strict convexa reiese cd fog este strict convexa.
X

De asemenea functia 7:R >R, & (x) =2" este strict convexa. Va rezulta astfel ca functia
h+ fog este strict convexd, deci ecuatia (*) admite cel mult doud solutii. Cum 1 si log, 3 verifica

(*), obtinem solutiile x =y =1 $1 X =y =108, 3 .coveurrirerriirerirerirrierireereieeiceieeieseseneees 10 puncte

Subiectul 3 (25 puncte)
Fie neN,n>2. Sa se arate ca

Q/a+1"/log2 (n+2) < (/(lJrlog2 3)(2+log3 4)-...~(n+logn+1 (n+2)) .

*kk
Solutie si barem: Inegalitatea din enunt este echivalenta cu:
n! log, (n+2)

n +n <1

(1+log,3)(2+log,4)-...-(n+log,,, (n+2)) Y (1+log,3)(2+log,4)-...-(n+log,,, (n+2))
() TSRS 5 puncte
Aplicand inegalitatea dintre media geometrica si media aritmetica a n numere reale pozitive
obtinem:

1 2 n
+ +...+
1-2-...-n <1+log23 2+log, 4 n+logn+1(n+2) 2
\ (1+1og,3)(2+log, 4)'...-(n+logn+l(n+2)) B n ’
.................................................................................................................................................. 8 puncte
respectiv
log, (n+2) log,3-log, 4-...-log,,, (n+2)

n =n <

(1+log,3)(2+log,4)-...-(n+log,,, (n+2)) \(1+log,3)(2+log,4)-...-(n+log,,, (n+2))

1 101gz 33 i 2101g} 44 Tt lolgm1 (n+2)2

+ + + +
< 0% 08; n+log,, (n+2) (B) oot 8 puncte
n

Prin adunarea inegalitatilor (2) si (3) obtinem inegalitatea (1) ........cccocevvieeiieeiiieniiiiiee 4 puncte

Subiectul 4 (25 puncte)
Fie n>2 un numar natural si S multimea functiilor bijective f: {1, 2,...,n} — {1,2,...,n} . Pentru

fiecare f €S, notamcu p, :Zn:‘f(k)—k‘. Determinati P={pf |feS}.
k=1

Cristi Savescu, Focsani

7i

Solutie si barem: Avem p, = Zn:|f(k)—k| = (f(k)—k) = 0(m0d2), deci p, este numar par,
k=1

PENLIU OTICE [ E S (1) ettt ettt e 5 puncte
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Fie f,(x)=x si f(x)=n+1-x. Valoarea minima este minp, =0, care se obtine cand

Demonstrdm cd p, este maxim pentru f = f;. Intr-adevir, dacd pentru f €S existi i < j pentru
care f(i)< f(j), atunci functia f"' care pleaca de la f si interschimbd valorile f (i) si (/) are
proprietatea ca p, = p,. Pentru a demonstra acest lucru, consideram functia g : {1, 2,3,...,n} > 7,
definitd prin ¢ (x)=|x—i|—|x— j|. Studiind monotonia sa pe fiecare dintre intervalele

[1i].[i, j].[J.n], observim ca g este crescatoare, deci q(f(i)) < q(f(j)). Atunci
@Ol @)= <lr ()=i=|F ()=

, deci p, —p, 20. Deducem cd valoarea maxima a lui

n 2 not
p; este max p, = Z|n +1—2k| = {%} T 28 (2) e 10 puncte
k=1

Schimbul a doua valori vecine modifica p, cu maxim 2 unitati. Intr-adevar, daca x si y
sunt pe pozitiile (i,i+1) si ajung pe pozitiile (i+1,i), atunci
Ap, (i) =|x—il+|y—(i+1)|=|x=(i+1)|-|y—i]. Dar [x=i|-|x—(i+1)|e{-1L1} si
|y —(i+1)|~|y—i] e {-11}, de unde rezulta afirmatia. Cum de la orice permutare din S se poate

ajunge la oricare alta printr-o succesiune finitd de schimburi a doua valori vecine, deducem ca daca

2a,2b e P, atunci 2c € P, pentru orice ¢ €[a,b].

Din (1), (2) si (3) avem P = {0,2, 4,...,2t} ............................................................................. 8 puncte



